
卡尔达诺法解一元三次方程	
𝑎𝑥! + 𝑏𝑥" + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0(𝑎 ≠ 0) 

两边同时除以𝑎，得 

𝑥! +
𝑏
𝑎 𝑥

" +
𝑐
𝑎 𝑥 +

𝑑
𝑎 = 0 

配立方，得 

-𝑥! +
𝑏
𝑎 𝑥

" +
𝑏"

3𝑎" 𝑥 +
𝑏!

27𝑎!1 + -
𝑐
𝑎 𝑥 −

𝑏"

3𝑎" 𝑥1 + -
𝑑
𝑎 −

𝑏!

27𝑎!1 = 0 

即 

3𝑥 +
𝑏
3𝑎4

!

+
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑥 +
27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! = 0 

令𝑧 = 𝑥 +
𝑏
3𝑎，即𝑥 = 𝑧 −

𝑏
3𝑎，代入上式，得 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 3𝑧 −
𝑏
3𝑎4 +

27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! = 0 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑧	 −
𝑏
3𝑎 ·

3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" +
27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! = 0 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑧 + -−
𝑏
3𝑎 ·

3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" +
27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! 1 = 0 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑧	 +
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏!

27𝑎! = 0 

记𝑝 =
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" ，𝑞 =
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏!

27𝑎! ，则上述方程可化为 

𝑧! + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0	
令𝑧 = 𝑢 + 𝑣，代入上述方程，得 

(𝑢 + 𝑣)! + 𝑝(𝑢 + 𝑣) + 𝑞 = 0 
展开(𝑢 + 𝑣)!，得 

𝑢! + 3𝑢"𝑣 + 3𝑢𝑣" + 𝑣! + 𝑝(𝑢 + 𝑣) + 𝑞 = 0 
提取 3𝑢²𝑣 + 3𝑢𝑣²	的公因式 3𝑢𝑣	，得 

𝑢! + 𝑣! + 3𝑢𝑣(𝑢 + 𝑣) + 𝑝(𝑢 + 𝑣) + 𝑞 = 0 
合并同类项，得 

𝑢! + 𝑣! + (3𝑢𝑣 + 𝑝)(𝑢 + 𝑣) + 𝑞 = 0 
令 3𝑢𝑣 + 𝑝 = 0	，则有		

	𝑢! + 𝑣! + 𝑞 = 0	
移项，得	

𝑢! + 𝑣! = −𝑞				①	
由3𝑢𝑣 + 𝑝 = 0，得	

𝑢𝑣 = −
𝑝
3	

两边立方，得 

𝑢!𝑣! = −
𝑝!

27 				② 

联立①，②得	

=
𝑢! + 𝑣! = −𝑞		

𝑢!𝑣! = −
𝑝!

27				
	

令𝑢! = 𝑦#, 𝑣! = 𝑦"，则𝑦#, 𝑦"是以下方程的两根 

	𝑦" + 𝑞𝑦 −
𝑝!

27 = 0 

于是得到 



𝑦#," =
−𝑞 ± A𝑞"	 + 4𝑝

!

27
2 = −

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27 

由于𝑦#，𝑦"是对称的，我们不妨令 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑦# = −

𝑞
2 +

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

𝑦" = −
𝑞
2
− C

𝑞"	

4
+
𝑝!

27

 

即	

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑢! = −

𝑞
2 +

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

𝑣! = −
𝑞
2
−C

𝑞"	

4
+
𝑝!

27

 

令∆=
𝑞"	

4 +
𝑝!

27，于是 

I
𝑢! = −

𝑞
2
+ √∆

𝑣! = −
𝑞
2
− √∆

 

移项，得 
 

I
𝑢! − K−

𝑞
2
+ √∆L = 0

𝑣! − K−
𝑞
2
− √∆L = 0

 

根据三次根式的性质，有 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢! − -A−

𝑞
2
+ √∆

!
1
!

= 0

𝑣! − -A−
𝑞
2 − √∆

!
1
!

= 0
 

根据立方差公式，有	

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧-𝑢 − A−

𝑞
2 + √∆

!
1 M𝑢" + A−

𝑞
2 + √∆

!
𝑢 + -A−

𝑞
2 + √∆

!
1
"

N = 0			④

-𝑣 − A−
𝑞
2 − √∆

!
1 M𝑣" + A−

𝑞
2 − √∆

!
𝑣 + -A−

𝑞
2 − √∆

!
1
"

N = 0			⑤
	

由④得	

𝑢 − A−
𝑞
2 + √∆

!
= 0，或𝑢" + A−

𝑞
2 + √∆

!
𝑢 + -A−

𝑞
2 + √∆

!
1
"

= 0	

解得	

𝑢# = A−
𝑞
2 + √∆

!
	

𝑢" =
−1 + √3𝑖

2
A−

𝑞
2 + √∆

!
	

𝑢! =
−1 − √3𝑖

2
A−

𝑞
2 + √∆

! 	

由⑤得	



𝑣 − A−
𝑞
2 − √∆

!
= 0，或𝑣" + A−

𝑞
2 − √∆

!
𝑣 + -A−

𝑞
2 − √∆

!
1
"

= 0	

解得	

𝑣# = A−
𝑞
2 − √∆

!
	

𝑣" =
−1 − √3𝑖

2
A−

𝑞
2 − √∆

!
	

𝑣! =
−1 + √3𝑖

2
A−

𝑞
2 − √∆

! 	
以上 3 个𝑢，3 个𝑣互相搭配所构成的 9 种组合，一定满足	

𝑢!𝑣! = −
𝑝!

27	

但只有组合(𝑢#, 𝑣#)，(𝑢", 𝑣")，(𝑢!, 𝑣!)满足	

𝑢𝑣 = −
𝑝
3		

因此根据𝑧 = 𝑢 + 𝑣，只有𝑧# = 𝑢# + 𝑣#，𝑧" = 𝑢" + 𝑣"，𝑧! = 𝑢! + 𝑣!是方程𝑧! + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0的解	

𝑧# = 𝑢# + 𝑣# = A−
𝑞
2 + √∆

!
+ A−

𝑞
2 − √∆

!
 

𝑧" = 𝑢" + 𝑣" =
−1 + √3𝑖

2
A−

𝑞
2 + √∆

!
+
−1 − √3𝑖

2
A−

𝑞
2 − √∆

!
 

𝑧! = 𝑢! + 𝑣! =
−1 − √3𝑖

2
A−

𝑞
2 + √∆

!
+
−1 + √3𝑖

2
A−

𝑞
2 − √∆

!
 

因此，原方程的解为	

𝑥# = −
𝑏
3𝑎 +

A−
𝑞
2 + √∆

!
+ A−

𝑞
2 − √∆

!
	

𝑥" = −
𝑏
3𝑎 +

−1 + √3𝑖
2

A−
𝑞
2 + √∆

!
+
−1 − √3𝑖

2
A−

𝑞
2 − √∆

!
	

𝑥! = −
𝑏
3𝑎 +

−1 − √3𝑖
2

A−
𝑞
2 + √∆

!
+
−1 + √3𝑖

2
A−

𝑞
2 − √∆

!
	

其中	

𝑝 =
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 	

𝑞 =
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏!

27𝑎! 	

∆=
𝑞"	

4 +
𝑝!

27	
	

𝑥 = −
𝑏
3𝑎 + (

−1 +√3𝑖
2 -

!

.−
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#

54𝑎# +5(
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#

54𝑎# -
"	

+ (
3𝑎𝑐 − 𝑏"

9𝑎" -
#!

+ (
−1 +√3𝑖

2 -
#%!

.−
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#

54𝑎# −5(
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#

54𝑎# -
"	

+ (
3𝑎𝑐 − 𝑏"

9𝑎" -
#!

, 𝑘 = 0,1,2 

	
	 	



韦达代换法解一元三次方程	
𝑎𝑥! + 𝑏𝑥" + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0(𝑎 ≠ 0) 

两边同时除以𝑎，得 

𝑥! +
𝑏
𝑎 𝑥

" +
𝑐
𝑎 𝑥 +

𝑑
𝑎 = 0 

配立方，得 

-𝑥! +
𝑏
𝑎 𝑥

" +
𝑏"

3𝑎" 𝑥 +
𝑏!

27𝑎!1 + -
𝑐
𝑎 𝑥 −

𝑏"

3𝑎" 𝑥1 + -
𝑑
𝑎 −

𝑏!

27𝑎!1 = 0 

即 

3𝑥 +
𝑏
3𝑎4

!

+
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑥 +
27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! = 0 

令𝑧 = 𝑥 +
𝑏
3𝑎，即𝑥 = 𝑧 −

𝑏
3𝑎，代入上式，得 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 3𝑧 −
𝑏
3𝑎4 +

27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! = 0 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑧	 −
𝑏
3𝑎 ·

3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" +
27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! = 0 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑧 + -−
𝑏
3𝑎 ·

3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" +
27𝑎"𝑑 − 𝑏!

27𝑎! 1 = 0 

𝑧! +
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 𝑧	 +
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏!

27𝑎! = 0 

记𝑝 =
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" ，𝑞 =
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏!

27𝑎! ，则上述方程可化为 

𝑧! + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0	
令𝑧 = 𝑢 −

𝑝
3𝑢，代入上述方程，得 

K𝑢 −
𝑝
3𝑢L

!
+ 𝑝K𝑢 −

𝑝
3𝑢L + 𝑞 = 0 

展开 K𝑢 −
𝑝
3𝑢L

!
，得 

𝑢! − 𝑝𝑢 +
𝑝"

3𝑢 −
𝑝!

27𝑢! + 𝑝K𝑢 −
𝑝
3𝑢L + 𝑞 = 0 

提取− 𝑝𝑢 +
𝑝"

3𝑢 	的公因式− 𝑝	，得 

𝑢! −
𝑝!

27𝑢! − 𝑝 K𝑢 −
𝑝
3𝑢L + 𝑝 K𝑢 −

𝑝
3𝑢L + 𝑞 = 0 

合并同类项，得 

𝑢! −
𝑝!

27𝑢! + 𝑞 = 0 

两边同时乘以𝑢!，得 

𝑢& −
𝑝!

27 + 𝑞𝑢
! = 0 

即 

(𝑢!)" + 𝑞𝑢! −
𝑝!

27 = 0 

令𝑢! = 𝑦，则上述方程可化为 

𝑦" + 𝑞𝑦 −
𝑝!

27 = 0 

这是一个关于𝑦的一元二次方程，其解为 

𝑦 =
−𝑞 ±A𝑞"	 + 4𝑝

!

27
2 = −

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27 

（平方根任一正负号均可） 



因此 

𝑢! = −
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27 

移项，得 
 

𝑢! − Q−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27R = 0 

根据三次根式的性质，有 

𝑢! −

⎝

⎜
⎛V−

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

⎠

⎟
⎞

!

= 0 

根据立方差公式，有	

⎝

⎜
⎛
𝑢 − V−

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

⎠

⎟
⎞

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢" + V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

𝑢 +

⎝

⎜
⎛V−

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

⎠

⎟
⎞

"

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

= 0	

即	

𝑢 − V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

= 0，或𝑢" + V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

𝑢 +

⎝

⎜
⎛V−

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

⎠

⎟
⎞

"

= 0	

解得	

𝑢# = V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

	

𝑢" =
−1 + √3𝑖

2
V−

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

	

𝑢! =
−1 − √3𝑖

2
V−

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

	

根据𝑧 = 𝑢 −
𝑝
3𝑢，有	

	

𝑧# = 𝑢# −
𝑝
3𝑢#

= V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

−
𝑝

3C−𝑞2 ± A
𝑞"	
4 + 𝑝!

27
!

	

𝑧" = 𝑢" −
𝑝
3𝑢 =

−1 + √3𝑖
2

V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

−
𝑝

3 · −1 + √3𝑖2
C−𝑞2 ±A

𝑞"	
4 + 𝑝!

27
!

	



𝑧! = 𝑢! −
𝑝
3𝑢!

=
−1 − √3𝑖

2
V−

𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

−
𝑝

3 · −1 − √3𝑖2
C−𝑞2 ± A

𝑞"	
4 + 𝑝!

27
!

	

这就是方程𝑧! + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0的解，因此原方程的解为	

𝑥# = −
𝑏
3𝑎 +

V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

−
𝑝

3C−𝑞2 ± A
𝑞"	
4 + 𝑝!

27
!

	

𝑥" = −
𝑏
3𝑎 +

−1 + √3𝑖
2

V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

−
𝑝

3 · −1 + √3𝑖2
C−𝑞2 ±A

𝑞"	
4 + 𝑝!

27
!

	

𝑥! = −
𝑏
3𝑎 +

−1 − √3𝑖
2

V−
𝑞
2 ±

C𝑞
"	

4 +
𝑝!

27

!

−
𝑝

3 · −1 − √3𝑖2
C−𝑞2 ±A

𝑞"	
4 + 𝑝!

27
!

	

其中	

𝑝 =
3𝑎𝑐 − 𝑏"

3𝑎" 	

𝑞 =
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏!

27𝑎! 	
	
	
	
	
	

𝑥 = −
𝑏
3𝑎 + (

−1 + √3𝑖
2 -

!

.−
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#

54𝑎# ±5(
27𝑎"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#

54𝑎# -
"	

+ (
3𝑎𝑐 − 𝑏"

9𝑎" -
#!

+
𝑏" − 3𝑎𝑐

9𝑎" (−1 + √3𝑖2 -
!
.−27𝑎

"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#
54𝑎# ±5:27𝑎

"𝑑 − 9𝑎𝑏𝑐 + 2𝑏#
54𝑎# ;

"	
+ :3𝑎𝑐 − 𝑏

"

9𝑎" ;
#!

, 𝑘

= 0,1,2 
	
 


